EXAMEN CONCURSO OTONO - BACHILLERATO 2010

Ejercicio 1.— La gréfica de abajo corresponde a la parabola de ecuacién y = az? + bz + c.
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v

Entonces:
A)a>0,>0,c>0 B)a>0,0<0,c>0 C)a<0,b>0,c<0
D)a>0,<0,c<0 E)a>0,b>0,c<0

Sabemos que a >0 por estar la parabola abierta por arriba.
Ademas sus puntos de corte con los ejes que serian las soluciones x, y x, de la ecuacion

ax” +bx + ¢ = 0son ambos positivos.
Como E=—(x1+x2)—>b=—(x1+x2)-a<0 ygle-x2—>c=x1-x2-a>0
a

Solucién: B) a>0,b<0,c>0

Ejercicio 2.— Sean M = 2 x 200520°¢ N = 20052006, P = 2004 x 20052905 Q = 2 x 20052°05, R = 20052005
y S = 20052%%4, De los siguientes ntimeros, jcuél es el mayor?

AAM-N B)N-P C)P-Q D)Q-R ER-S

M —N = 2x 2005"% —2005™® =(2-1)-2005"" = 2005" = 2005 x 2005°"*
N — P = 2005 — 2004 x 2005 = 2005*** - (2005 — 2004 ) = 2005"*"

P —Q =2004 x 2005°™ —2x 20057 = (2004 — 2) x 2005" = 2002 x 2005
Q- R =2x2005"% —2005™* =(2-1)-2005** = 2005"*

R —S =2005"" —2005"* = 2004 x 2005**

Solucién: A) M —N

Ejercicio 3.— La gréfica de la siguiente figura es la de la recta y = mx +n
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—

;Cuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

Aym-n<—-1 B)-l1<m-n<0 C)m-n=0 D)0<m-n<1l E)m-n>1



Al ser la recta decreciente la pendiente, m, debe ser negativa. Ademas su valor absoluto es menor
que 1 al ser el incremento de la y menor que el de la x en valor absoluto. Luego m esta
comprendida entre 0 y —1. Ademas n es un nimero positivo comprendido entre 0y 1y por tanto
la afirmacion que es cierta es que el producto de my n estara comprendido entre 0y —1.
Solucién: B) -1<m-n<0

a+b
Ejercicio 4.— Si 1501
*3

4
, entonces a? + b? es igual a:
a

A)12 B)10 C)8 D)4 E)2

at+b=4-(a+b) =4 >a’*+b?+2ab=16
1 1 b+a —a’+b*+4=16—>a*+b* =12

—+-=2>——=2—>a+b=2ab=4
a b ab

Solucion: A) 12
Ejercicio 5.— La parédbola simétrica de y = 22 — 6z + 13 respecto a = = 2 es:

A)y=22-22+13 B)y=22+4c+8 C)y=22-2cx+5

D)y=x?+4x+13 E) y=2%+6x+13

El vértice de la parabola dada es el punto V (3, 4) , pudiéndose expresar dicha parabola de la forma
y=(x- 3)2 +4.
Si buscamos la simétrica de ella respecto de la recta x =2 el vértice se mantendra con la misma

ordenada y su abscisa pasara de estar una unidad a la derecha de la recta a una unidad a la
izquierda y por tanto la x del vértice sera 1.

La ecuacion de la parabola vendra dada por: y = (x—l)2 +4=x"-2x+5
Solucion: C) y = x* —2x+5

Ejercicio 6.— Con centro en el punto Q(0, 1) giramos el punto P(2,3) un 4dngulo de 60°. El punto resultante
estéd en la recta:

A)z+y=3 B)z—y=0 Clz+y=2 D)z+y=+3 E)z—y=2

Consideremos que el

p’ punto P ha sido A’
k— o P desplazado una k— * A
- unidad hacia abajo y -

calculemos sus | ||
|| || coordenadas I

A(2,2) y puesto en forma polar tendria /8 de modulo y 45° de argumento. El punto A’ tiene el
mismo modulo pero su argumento es 45°+60° = 105° y por tanto sus coordenadas deben ser

A'(J§cosloso,J§ sen105°) - A'{ﬁ[@},\@ [@J] - A'(1—J§,1+ ﬁ)-



El punto P’ tiene la misma x que A’ y una unidad mas en su ordenada, por lo que tendra de
coordenadas P'(l—\/§,2+\/§)

Podemos comprobar que verifica la ecuacion de la recta x+y =3
Solucién: A) x+y=3

Ejercicio 7.— Entre todos los tridngulos isésceles de perimetro 25¢m y cuyos lados tienen medida entera
en centimetros, el de mayor superficie tiene un area, en cm?, igual a:

457 4511

A 4 B) 4

C)16v3 D)43/01 E) %ﬁ

Si llamamos x a la medida de la base del triangulo e y a la medida de cada lado oblicuo los posibles
valores de ambas medidas son:

X 1 3 S) 7 9 11 13 15 17 19 21 23
y 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

El &rea del tridngulo viene dada por:

2
2

y A_X y _Z_x\/4y2—x2_\/x2-4y2—x4
2 4 4
x+2y:25—>(2y)2:4y2:(25—x)2:625—50x+x2

?(625-50 2)=xt _
X A:\/X( 5 5x+x) X 625x% —50x°

4 4

El area serd maxima cuando el polinomio en x que esta dentro de la raiz lo sea.
Si no se tuviese la condicion de ser medidas enteras se hallaria derivando e igualando a cero y
obtendriamos:

X =0 — nos da el valor minimo
(625x* —50x°)'=1250x ~150X" =0 —{ 1250 25 o3
X=—=—=
150 3
Antes de % la funcion va creciendo y después decreciendo por lo que los valores maximos con

niimeros enteros deben darse enel x=7 0o x=9. Calculando dichas areas se obtiene

2 _gn.73
A(7)=J625 =507 =£\/625—35 =%\/27 =3745\/1_1

4

2 3
A(9)=‘/625'9 —50-9 :%\/625—45 :%\/17 :%ﬁ

4

Como 3745\/171 <%\/7 la solucién buscada es %ﬁ

Solucion: A) %ﬁ



Ejercicio 8.— La figura siguiente est4 formada a partir del tridngulo equildtero interior, cuyo lado mide 1
em, y los cuadrados adosados a sus lados,

Q R

icudl es, en cm?, el drea del hexdgono MNPQRS?

A)3++v3 B)3/2 C)g D)4y/3 E)6

El area del hexagono es la suma de todas las areas de las
figuras que lo componen. El tridngulo equilatero tiene de base

1y de altura % que puede ser hallada por el teorema de

"y ] , V3
Pitagoras, luego su éarea sera e

El &ngulo obtuso de los tridngulos isdsceles mide 360°-90°-90°-60°=120° luego si lo partimos
por la mitad y tomamos un triangulo rectangulo el &ngulo seria 60°. Como la hipotenusa del
triangulo rectangulo vale 1, usando la definicion de seno y de coseno de 60° en €él, obtendriamos
que el cateto contiguo a 60° mide 1/2 y el opuesto \/5/2.
Al tener de base el triangulo isdsceles el doble que el tridngulo rectangulo su area sera también

1
J3.=

. . . 3

TZ =§ . El &rea del hexagono vendra dada por: 3-1° +4-§ =3++/3

Solucion: a) 3++/3

Eje,rcicio 9.— Sean los puntos P(0,9) y Q(0,12). Los puntos P’ y Q' estén en la recta y = z. Las rectas
PP’y QQ’ se cortan en R(2,8). Entonces, la longitud del segmento A’B’ es:

A)2 B)2v2 C)3 D)2+v2 E)3/2

Q

1

: =——x4+9

Mg - y_9=—;X dI"YALE y 2 " —>X=6,y=6 )P'(6,6)

r y=X

y=-2x+12
y=X
[TTTTT P'Q'=\/(6—4)2+(6_4)2 =\/M=x/§=2\/§

Solucion: B) 2/2

Sx=4,y=4-Q'(4,4)

RN II I|I

[ y—12:—2x—>rQRmr:{




Ejercicio 10.— Sea N =12 + 22 4+ 32 4 ... 4+ 1002. Las dos tltimas cifras de N son:

Tenemos que: 1 +2° + 3% +4* +5° +6° + 72 +8° +9° =1+ 4+ 9+16+25+ 36+ 49+ 64 +81=285
Como solo nos interesa las dos ultimas cifras del resultado podemos no considerar en la suma total
10? =100, 20% = 400,30° = 900,...,90°=8100 y 100° =10000 ya que ellos terminan en dos ceros y

no aportan nada al sumar en las unidades y en las decenas.
Si tenemos el cuadrado de un nimero de dos cifras sera de la forma:

ab’ =(10a + b)2 =100a” +20a-b+b* y también podemos dejar de considerar los sumandos del

tipo 100a* por la misma razon que antes.
Los términos del tipo 20-a-b que tenemos son los siguientes:
- Cuando a=1salen 20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160 y 180. Sumando todos menos
100, que no aporta a la suma, queda 700, que al terminar en dos ceros tampoco aportan
nada.
- Cuando a=2seran los mismos pero multiplicados por 2 y por tanto también terminaran
en dos ceros.
- Anéalogamente ocurre con todos los valores de a.

Luego solo tendriamos que sumar listas de factores del tipo b* que suman lo mismo que en los
cuadrados de los nueves primeros nimeros.

Como tenemos 10 listas totales (desde la a =0hasta la a=29). El total de todas ellas sumarian
2850 y por tanto las dos ultimas cifras seran 0 para las unidades y 5 para las decenas.

Solucién: C) 50

Ejercicio 11.— Si la suma de la progresién geométrica decreciente ilimitada 1, cos?a, cos?a, cosba, -+ - es
igual a 5, ;cudl es el valor de cos2a?

A) B)§ C)g D)3 g

5

V| =
(SRS

2 y en esta progresion tenemos que
r

La formula de la suma de una progresion ilimitada es S =

a =1y r=cos’a ypor tanto sera:

S= 12 = 12 =5—>sen2a=£—>cosza=1—1=£—>cosZazcosza—senzaz
1-cos’a sena 5 5 5

(G
|
gl
gl w

Solucién: D) g

Ejercicio 12.— Las circunferencias z? — 4z + y? — 2y = 0 y 22 + 2z + y2 + 2y = 18 se cortan en puntos de
la recta:

A)z+y=3 B)2z-y=6 C)3z—4y=2 D)z+y=+3 E)3z+2y=9

X*—4x+y*-2y=0 9-3x

— —6x-4y=-18 > 3x+2y=9—>y=
X*+2x+y*+2y=18

x2—4x+(9 23)(} —2(9 23Xj=0—>x2—4x+W—9+3x=0




N — 45/13
4x2—16x+81—54x+9x2—36+12x=0—>13x2—58x+45=0—>x=58i 332664 2340 _ 1/

Sitomamos el punto de corte que tiene x =1, y =3 comprobamos que la recta a la que pertenece es
s6lo 3x+2y =9, luego los dos puntos deben pertenecer a ella.
Solucién: E) 3x+2y=9

Ejercicio 13.— En un monedero tenemos 2 monedas de un céntimo de euro, 2 de cinco, 2 de diez y 2 de
veinte céntimos. Si sacamos del monedero simultdneamente dos monedas al azar, jcudl es la probabilidad
de que la suma sea superior o igual a 20 céntimos?

1 2 3 1 2

A)- B):Z = = e
) 1 ) O s Djz B 5

Si llamamos a, y a, a las monedas de un céntimo, b, y b, a las de cinco, c, yc, a las de diez y

d, yd, alas de veinte, el nGmero de posibles casos y sumas viene reflejado en:

ala |b|[bc|c|d|d,
a |- 2166 (11|11(21|21
a, | |- 66 (1111|2121
b | -|-|-|10[15(15]25|25
b, | -|-]-]-]15/15|25|25
¢ |- |- |-|-|-120130(30
G, |- |- |-|-|-]-130(30
d |- -|-|[-|-]|-]"-140
dy (- -|--|-1|-|"1-

El suceso sacar suma mayor o igual a 20 tiene 14 casos favorable de 28 totales y por tanto su

probabilidad sera E:E.
28 2

Solucién: D) %

Ejercicio 14.— El valor miximo del producto z - y en la regién: {(z,y) : £ > 0,y > 0,z + 2y < 4} es:

A)1 B)2 C(C)3 D4 E)Vv5

Los valores que nos piden son los que hacen que el area
del rectangulo marcado con lineas punteadas (sin
sobrepasar la recta) sea maxima.

Esta area sera lo mayor posible en cierto punto x de forma
que la'y correspondiente pertenezca a la recta. Asi pues se
trata de optimizar la funcion A= xy siendo y = %

X=2
%
y=1

4—x  Ax-x°
2

A=2

1 I~ A=X

—>A':2—x:0—>{

Solucién: B) 2






