ALGEBRA



MATRICES Y DETERMINANTES

1.- MATRICES

1.1. DEFINICIONES BASICAS

Matriz de orden nxm: es una serie de nxm ndmeros reales distribuidos en n filasy m
columnas. Su notacion habitual es:

ay 8 Q3 - G
a a a e A

A=| 2 22 23 2m | _ (aij )i=1,..n
anl an2 a'n3 a'nm

nxm se dice que es la dimensién de la matriz

Tipos de matrices:

= Matrices iguales: dos matrices se diran iguales si tienen la misma dimension y tiene
el mismo valor los elementos de cada posicion.

= Matriz Nula: es aquella matriz en la que todos sus elementos valen 0. Existen
muchas matrices nulas, ya que puede variar la dimension. La denotaremos con la
letra O.

= Matriz Fila: la que tiene dimension 1xm.

= Matriz Columna: la que tiene dimension nx1.

= Matriz Cuadrada: cuando el numero de filas coincide con el namero de columnas,

A= (aij )i 1., €8 Una matriz cuadrada de orden nxn que se resume diciendo de

orden n. Los elementos principales en una matriz cuadrada son:
- Diagonal principal: la linea formada por los elementos a,,, a,,,...., a

nn

- Diagonal secundaria: la linea formada por los elementos a,,, @, ; 5,...., &y,

= Matriz_Triangular Superior: es una matriz cuadrada en la que los elementos que
estan por debajo de la diagonal principal son todos nulos.

» Matriz Triangular Inferior: es una matriz cuadrada en la que los elementos que
estan por encima de la diagonal principal son todos nulos.

= Matriz Diagonal: es una matriz triangular superior e inferior, es decir en la que
todos los elementos de fuera de la diagonal principal deben ser nulos.

= Matriz Escalar: es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal
principal son todos iguales.

= Matriz Unidad: es una matriz escalar en la que los elementos de la diagonal
principal son todos unos.

= Matriz Traspuesta (de una matriz dada): es la matriz que resulta de intercambiar
filas por columnas. Si una matriz es de orden nxm, su traspuesta es de orden

mxn. Si la matriz dada es A, su traspuesta se denotara Al.

= Matriz Opuesta (de una matriz dada): es la formada por los opuestos de los
elementos de dicha matriz.




= Matriz Simétrica: es aquella que coincide con su traspuesta. Para que esto pueda
ocurrir la matriz tendré que ser cuadrada.

= Matriz Antisimétrica: es aquella matriz cuadrada en la que su opuesta coincide con
su traspuesta.

= Matriz Ortogonal: se define como una matriz cuadrada que cumple que el producto
de ella y su traspuesta es la matriz unidad (es preciso utilizar el producto de
matrices).

= Matriz Inversa (de una matriz cuadrada dada): se define como aquella matriz tal
que al multiplicarla con la matriz dada, en los dos 6rdenes posibles, nos da como
resultado la matriz unidad (es preciso utilizar el producto de matrices).

1.2. OPERACIONES CON MATRICES

A.- Definiciones:

Suma de dos matrices:
Para poder realizar la suma es necesario que los 6rdenes de ambas matrices coincidan. Si al

conjunto de las matrices de orden nxm lo denotamos M, la suma es una operacion interna
+:M,,xM_ ., — M, que viene dada por:

A+B= (aij +b; )i:l,...n ,siendo A= (aij )i:l,..n B= (bij )i:l,..n
j=1,..m j=1,.m j=1,.m

Producto de una matriz por un escalar:
El producto de una matriz con un escalar es una operacion externa-: RxM_ . — M, que

viene dada por:

AA=(2ay )ian

j=1,.m

Producto de dos matrices:
Para poder multiplicar dos matrices el nGmero de columnas de la primera debe coincidir

con el nimero de filas de la segunda. Es una operacion x: M xM — M, que viene dada
por:

i=1,..n
j=1,..m

p
AxB=A-B=AB :(Zaikbkjj
ka1

B.- Propiedades:

De la suma: el conjunto (Mnm , + ) cumple las siguientes propiedades:
e Asociatividad: (A+B)+C=A+(B+C)
e Neutro: la matriznulaO cumple A+O=0+A=A VYA
e Opuesto: dada A existe su opuesta — A que cumple A+(-A)=(-A)+A=0
e Conmutatividad: A+B=B+A

Por cumplir estas propiedades se dice que (Mnm , + ) tiene estructura de Grupo
Conmutativo.

Del producto por un escalar: el conjunto (Mnm ,+,R ) cumple las siguientes propiedades:




Distributividad del producto de un escalar con respecto a la suma de matrices:
A(A+B)=1A+1B

Distributividad del producto de una matriz respecto de la suma de escalares:
(A+u)A=AA+uA

Asociatividad del producto de dos escalares y una matriz: (1u)A=A(uA)

Existencia de neutro del producto externo: 3 1eR/1.-A=A VA

Por cumplirse estas propiedades junto con las que ya cumplia la suma, se dice que el
conjunto (M +,-,R) tiene estructura de Espacio Vectorial sobre R.

nm?

Del producto de matrices: en el conjunto de matrices cuadradas de orden n el producto de
matrices cumple las siguientes propiedades:

e Asociatividad: (A-B)-C=A-(B-C)

e Neutro: 3 I e M, matriz unidadtal que A-1=1-A=A VA

e Distributividad del producto respecto de lasuma: A-(B+C)=A-B+A-C

Por cumplirse estas propiedades junto con las de la suma de dice que el conjunto de las
matrices cuadradas (Mn ,+, ) tiene estructura de Anillo Unitario.

Es importante tener en cuenta que el producto de matrices, en general, no es conmutativo .

1.3. RANGO DE UNA MATRIZ

Combinacioén lineal en una matriz: una fila o columna en una matriz es combinacién lineal
de otras si puede ser obtenida multiplicAndolas por ciertos nimeros y sumandolas entre si.

Independencia lineal de las filas o columnas de una matriz: un conjunto de filas o
columnas es linealmente independiente si ninguna de ellas se puede obtener como
combinacion lineal de las demas.

Para estudiar cuantas filas o columnas hay linealmente independientes conviene utilizar
los determinantes que se estudiaran mas adelante.

Rango de una matriz: es el nimero maximo de filas o columnas linealmente independientes
que hay en una matriz.

Matrices equivalentes: dos matrices se dirdn equivalentes si tienen el mismo rango.

2.- DETERMINANTES

Se calculan tan s6lo para matrices cuadradas.

2.1.- DEFINICIONES BASICAS

R . - a11 a12
Determinante de una matriz de orden 2: Si A= a

se define su determinante como
21 a22



a1 1 alZ

| A | = =8y;8,, —a;,a8,,

21 22

Es decir, el producto de los elementos de la diagonal principal menos el producto de los elementos
de la diagonal secundaria.

a'1l a‘12 alS
Determinante de una matrizde orden 3: Si A=|a,, a,, a,; | se define su determinante
a'3l a32 a33

como el nimero dado por

a,; a, a;
| A | =@y Ay By = 83385835 + 8138585, + 88,383, —8138,,85;) — 81,8,,833 — 81385385,
d;; 43 Adg

Es decir, la suma del producto de los elementos de la diagonal principal y los productos de
sus paralelas multiplicadas con las esquinas contrarias a ellas, menos la suma del producto de los
elementos de la diagonal secundaria y los productos de sus paralelas con las esquinas
correspondientes. A esta regla se le lama Regla de Sarrus

Determinante de una matriz de orden superior a 3: Se puede definir de forma analoga como
las sumas de unos ciertos productos de elementos escogidos uno de cada fila y acompariados de un
cierto signo de la siguiente forma:

a'll alZ al3 aln
8y 8y Ay e Ay, a Lo ;

|A|= =Y (-1)"a,,a,, 8, .8, ,donde (j;, j,, jg, J) SON las
a‘nl a'n2 an3 a'nn

distintas permutaciones de los indices (1,2,3.., n) y donde « es la paridad de la permutacion, es

decir el nimero de cambios que habria que aplicar a parejas de elementos consecutivos de
(Jy» Jp» Jzoee J, ) para llegar a obtener (1,2,3..,n).

Esta definicion es poco operativa y no se suele utilizar. Para realizar determinantes de orden
superior a 3 se usa la siguiente propiedad:

| A | = ailAil + aiZAZ +ai3A3 t.o..+ ainAin

pudiéndose tomar cualquier valor para i, y siendo A; el Adjunto del elemento a

Aij = (_:I-)i+j : Mij

dado por:

ij?

donde M; esel Menor complementario del elemento a; (determinante de la matriz que
resulta de suprimir en A lafila iy la columna j).

De forma analoga se puede desarrollar el determinante usando una columna en vez de una fila.



2.2.- PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Se daran las propiedades para filas, pero exactamente igual servirian si en su lugar se
nombran a las columnas.
1.- Si se traspone una matriz su determinante no varia.
2.- Si se intercambian entre si dos filas el determinante cambia de signo.
3.- Si en el determinante hay dos filas proporcionales, vale 0.
4.- Si una de las filas de la matriz esta4 formada por ceros, el determinante vale 0.

5.- Si una fila es combinacion lineal de las demaés el determinante vale O.
6-| A-B|=| Al B]

7.- Si se multiplican (o dividen) todos los términos de una fila por un nimero el
determinante queda multiplicado (o dividido) por dicho nimero.

8.- Si cada elemento de una fila esta formado por dos sumandos, el determinante se
puede expresar como suma de dos determinantes, uno de ellos llevara en lafila
correspondiente a los primeros sumandos y el otro llevara a los segundos, siendo el
resto de las filas iguales a las del determinante dado.

9.- Si a una fila se le suma una combinacion lineal de las demas el determinante no varia
(es importante tener en cuenta que en dicha combinacion lineal no puede aparecer ella).

10.- Cuando un determinante tiene valor no nulo sus filas son linealmente
independientes.

2.3 CALCULO DE DETERMINANTES

Para calcular determinantes de orden superior a 3 con elementos numéricos o bien
algebraicos se suele utilizar uno de los siguientes procesos:

A) Desarrollar por una linea

Usar las propiedades anteriores para conseguir una linea con ceros en todos los elementos salvo
en uno, y posteriormente desarrollar el determinante por ella, repitiéndose el proceso hasta llegar
a uno de orden 3 en el que se podra utilizar la regla de Sarrus o bien continuar hasta el orden 2.

B) Triangular el determinante
Aplicar las propiedades hasta que la matriz inicial se convierta en triangular superior o inferior,
siendo el resultado del determinante el producto de los elementos de la diagonal.
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3.- APLICACION DE LOS DETERMINANTES A LAS MATRICES

3.1 CALCULO DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ

Dada una matriz A, para que exista su inversa A~ talque A-A'=A".-A=1 escondicion
necesaria y suficiente que | A | # 0, calculandose entonces con la siguiente formula:

A= (ai(m)

yeel

matriz A.
3.2 RESOLUCION DE ECUACIONES MATRICIALES

Para resolver una ecuacion en la que la incégnita a calcular sea una matriz, se despejara de forma
analoga a las ecuaciones algebraicas, con la Unica diferencia de no poder mandar dividiendo
ningun factor de un miembro al otro. En lugar de ello habrd que comprobar si la matriz que
multiplica y queremos quitar es invertible (tiene inversa) y en caso afirmativo se multiplicara por
dicha inversa en ambos miembros de la ecuacion. Se debe multiplicar en los dos miembros por el
mismo lado, es decir en ambos por la izquierda o en ambos por la derecha.

3.3 CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ CUALQUIERA

Para calcular el rango de una matriz de orden nxm se busca el determinante de mayor orden
posible que se puede formar extrayendo filas o columnas de ella y cuyo valor sea no nulo. El
orden de este determinante sera el rango de la matriz.

El rango de una matriz no varia cuando se realizan en ella el tipo de transformaciones que hacen
que los determinantes no varien con respecto a ser 0 no nulos. Esto se utiliza para obtener una
equivalente con ceros en muchos de sus elementos.



SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES

1.- TIPOS DE SISTEMAS SEGUN SUS SOLUCIONES

Un sistema de ecuaciones lineales con n ecuacionesy m incognitas puede venir dado en forma

Ay X +a,X, + e +a, X, =b;

analitica:

Con respecto a su resolucion se pueden dar los siguientes casos:

1) Elsistema es compatible determinado: Tiene un nimero finito de soluciones (al ser lineal
seré tan solo un valor para cada una de las variables).

Conviene tener en cuenta las siguientes consideraciones:
- El nimero de ecuaciones no puede ser menor que el nimero de incdgnitas
- Debemos tener tantas ecuaciones independientes (que no se puedan obtener a
partir de las demas) como incognitas existan.
- El sistema es susceptible de ser modificado de forma que queden tantas
ecuaciones independientes como incégnitas.

2) Elsistema es compatible indeterminado: Tiene un nimero infinito de soluciones que se

daran en funcion de uno o varios parametros.

Podemos tener en cuenta:

- Una vez eliminadas las ecuaciones que son combinacién lineal de las demas,
obtendremos menos ecuaciones que incognitas.

- Ladiferencia entre el nGmero de incognitas y el nimero ecuaciones (ya
realizado el paso anterior) nos dara el nUmero de parametros.

3) Elsistema es incompatible: No tiene ninguna solucion.

En estos sistemas:

- El nlmero de ecuaciones puede ser menor, mayor o igual que el nGmero de

incognitas.

- Alguna de las ecuaciones entra en contradiccion con las demas.



2.- TIPOS DE SISTEMAS SEGUN SUS ELEMENTOS

1) Sistemas heterogéneos: Aquellos en los que algunos de los nimeros b, son no nulos.

2) Sistemas homogeneos: Aquellos en los que todos los b, son nulos.

En estos sistemas hay que tener en cuenta:
- Nunca pueden ser incompatibles (las combinaciones lineales de ecuaciones
igualadas a cero siempre daran cero).
- Cuando son compatibles determinados la solucion unica que pueden tener es la
solucion trivial, es decir X, =X, =...=X, =0

3.- ESTUDIO Y RESOLUCION SIN USAR LA FORMA MATRICIAL

A, X, +a,X, + e +a,,X, =b,

m“™m

Sea el sistema:

A) POR LOS METODOS TRADICIONALES

Se puede resolver usando los métodos habituales (sustitucion, igualacion y reduccion), de
forma que se pueden obtener los siguientes resultados:

- Sellega a calcular un valor para cada incégnita: el sistema era compatible
determinado.

- Sellega a una contradiccion: el sistema era incompatible.

- Se obtiene una identidad: sobraba alguna ecuacidn que se debe eliminar, y si al
final obtenemos menos ecuaciones que incognitas, se resuelve tomando los
parametros necesarios y el sistema era compatible indeterminado.

B) POR EL METODO DE GAUSS

Se opera con las ecuaciones de forma que en cada paso se vaya eliminando una incégnita
con respecto a las que quedaban en la ecuacion anterior, resultando asi un sistema en forma
triangular en el que se detectara si sobraba alguna ecuacion (se obtendria una identidad) o si era
incompatible (se obtendria una contradiccion). En caso de resultar compatible determinado los
valores de las incognitas se obtienen de forma escalonada.

4.- ESTUDIO Y RESOLUCION MEDIANTE MATRICES Y
DETERMINANTES

a; Ay, e A ) (X b,

i _ LAy Ay, Ay, | | X b,
Consideremos el sistema dado en forma matricial . = que se

anl an2 a‘nm Xm bm

podra expresar de forma abreviada como A-X =B
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ESTUDIO:

Por el llamado Teorema de Rouché-Frobénius

Si es A la matriz del sistema y llamamos A' a la matriz que resulta de ampliar A con una
nueva columna formada por los elementos de B, se va a cumplir:

o Si rang(A) < rang(A") el sistema es incompatible

o Si rang(A) =rang(A') =n° incognitas el sistema es compatible determinado

o Si rang(A) =rang(A') <n® incognitas el sistema es compatible indeterminado
RESOLUCION:

Si el sistema es compatible determinado coincidird el nimero de ecuaciones y de incdgnitas, con
lo que la matriz del sistema serd cuadrada y con determinante no nulo y se puede resolver:

a) Multiplicando con la inversa de A

Si A-X =B setendrd X = A™-B (debemos tener cuidado con multiplicar la inversa por el
mismo lado en que estaba A, en este caso, por la izquierda).

b) Usando la Regla de Cramer

Sillamamos A, a la matriz que resulta de cambiar en A la columna que correspondian a los

Al

coeficientes de x, por los elementos de B, se tiene para todos los x;: X, =——

Si el sistema es compatible indeterminado la mejor forma de resolverlo es tomar una letra como
parametro y resolverlo por uno de los métodos tradicionales.




